Modelagao de Sistemas Fisicos Universidade de Aveiro 2024-2025

Problemas Capitulo 6: Osciladores Acoplados e Ondas
Problemas Tedricos

1. Considere 2 corpos A (a esquerda) e B (a direita) ligados por uma mola de constante
elastica k’, e cada um dos corpos ligado a uma mola, de constante elastica k, de
extremidade oposta fixa, como mostra a figura.

Considerando s6 deslocagdes ao longo da direcdao das molas (deslocagdes longitudinais)
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€M qUE Xyeq € Xpeq SA0 as posigdes de equilibrio dos corpos A e B, respetivamente.
a) Encontre as forgas aplicadas a cada corpo, e entdo escreve as equacdes da dinamica
de Newton do sistema.
b) Escreva a energia potencial do sistema.
¢) Mostre que solucdes de forma
X4 = Xega + Acos(wt + ¢ )
Xp = Xegp + Acos(wt +¢ )

k+2k’

m

N ,k
resolvem as equacdes de Newton, se w = — ouse w =

2. Num sistema de 2 corpos, 4 e B, ligados entre duas paredes por trés molas, de
constantes elastica k, ke k, a solugdo geral do movimento ¢ dado por

X4 = Xega + Ay cos(wit + ¢1) + A, cos(w,t + ¢y)

Xp = Xegp + A1 cos(wit + ¢1) — Ay cos(w,t + )

€M qUE Xyeq € Xpeq SA0 as posigdes de equilibrio dos corpos A e B, respetivamente, e

cm quc wq = ’k/m [§] (1)2:1,(k+2k’)/m

Encontre os valores de 4;, 4, , ¢; e ¢, , sabendo que no instante inicial
xAO == erq + 0.05 m, XBO = xBeq + 0.05 , UB.X'O = vao == O.

N N — —
Dados: k=2—;k'=1—; m=1kg Xpgeq = 1.0 me xp,q = 1.2 m.
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3. Uma onda transversal harmodnica de frequéncia 400 Hz propaga-se numa corda com
uma amplitude de 5 cm. Dois pontos separados de 5.0 cm estdo num determinado
instante desfasados de /6 rad.

a) Determine o comprimento de onda.

b) Calcule o valor da velocidade de propagagao.

c¢) Determine o valor maximo da velocidade de oscilagdo transversal

4. Num sistema de 2 corpos, 4 e B, ligados entre duas paredes por trés molas, de
constantes elastica k, k£’ e k, a solugdo geral do movimento ¢ dado por

X4 = Xega + Ay cos(wit + ¢1) + A, cos(wyt + ¢y)
Xp = Xegp t+ A1 cos(wit + ¢1) — Ay cos(w,t + )

€M qUE X4eq € Xpeq SA0 as posi¢des de equilibrio dos corpos A e B, respetivamente, ¢

0. = k e w. = k+2k'
1_m 2 m

Encontre os valores de 4;, 4, , ¢; e ¢, , sabendo que no instante inicial

em que

X40 = Xgeq> XBo = XBeq>

Vyo = 1m/s, vgy = —1m/s.

N ., N
Dados: k =2;;k = 1;; m = 1kg, X4eq = 1.0 mexgeq = 1.2 m

5. Trés massas iguais, A, B e C, com massa m=1 kg sdo acoplados como ilustrada no
diagrama. Os constantes elasticas das molas sdo todos £ = /N/m.

O movimento das massas obedece o seguinte sistema de equagdes:

d?u
m dtZA =—kuy, —k(uy —ug)
d?ug
m ez —k(up —uy) — k(ug —uc)
d*u
dtzc = —kuc—k(uc—ug)

Onde uy, ug, uc sdo as posicdes das massas A, B e C respetivamente, relativo as suas

posicdes de equilibrio.

Mostre que existe um modo normal com frequéncia w =+/2 ++/2 em que, no

movimento das massas, sempre Uy = Ug € Ug = —V2Uy.
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2 62u
dx2
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6. A vibracdo de uma corda obedece a equacgdo da onda ?372 =v
a) Mostre que a funcdo u(x,t) = A sin(% x) cos(% t) ¢€ solucdo a equagdo da
onda, e que satisfaz a condi¢cdo que a corda ndo pode mexer nas extremidades:
u(0,t) =u(L,t) =0.

b) Calcule as frequéncias de vibragdo dos primeiros trés modos normais (n =

1,2,3), se considere L = 1m e v = 400m/s.

Problemas Numeéricos

7. Considere 2 corpos A e B acoplados através de uma mola de constante elastica k', e

Ligados a um ponto fixo através de molas de constante eléstica k.
Considere k = 1~; k' = 0.5~; m = 1k = 1.0 =12
onsidere k = 1—;k' = 05—; m = 1kge xgeq = 1.0m Xpeq = 1.2 m.

a) Encontre a lei de movimento dos dois corpos numericamente, nos seguintes casos:
1) X40 = Xgeq + 0.05 m, Xgg = xBeq + 0.05 m, Vaxo = VBxo — 0.
11) Xa0 = Xgeq + 0.05 m, Xgg = .xBeq — 0.05 m, Vaxo = VBxo = 0.
111) Xa0 = Xpeq + 0.05 m, Xgog = xBeq, Vaxo = VBxo — 0.

b) Como carateriza 0 movimento dos corpos em cada um dos trés casos?

c) Para casos 1) e i1) mede o periodo T e frequéncia angular w. Conformem as

expetativas tedricas?

8. Ao sistema descrito em problema 1 ¢ adicionada uma for¢a de amortecimento em
ambos 0s corpos, mais um forcamento externo que atua em corpo A. Assim, as

posicdes dos corpos evoluiam em tempo de acordo com as seguintes equagoes:

d’x,  k K

b F,
gz - (Xa = Xaeq) — ((xA — Xaeq) = (X5 — X5eq) ) o Vax t EO cos (wyt)

m

d?xg
dt?

Comk = 1%;]{’ = 0.5%; m = 1kg; b =0.05kg/s, Fp = 0.005N, e com xyeq =

kl

m

b

k
= _E (xB - xBeq) - ((xB - xBeq) - (xA - erq)) - Eva

1.0m xgeq = 1.2 m.
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a) Calcule numericamente a lei do movimento, quando os corpos comecem em
TEPOUSO €M X409 = Xgeq + 0.05 m e Xpo = Xpgeq + 0.05 m, quando wy = 1 rad/s.

Faca o grafico da posi¢do dos corpos em fun¢do do tempo de 0 até 150 s.

b) Repita a simulagdo para valores de wy de 0 até 2.5 rad/s. Para cada valor de wy,

mede a amplitude de oscilagdo de cada corpo no regime estavel. Facao o grafico das

amplitudes em fungdo de wy. O que € que se observe?

9. Trés massas iguais, A, B e C, sdo acoplados como ilustrada no diagrama. Os

constantes eldsticas das molas de esquerda para a direita sdo k, k', k' e k.

IJ\/\/»”v—CFN/vw«rCvawdlﬂNwl

O movimento das massas obedece o seguinte sistema de equagdes:

d?u
m dtZA =—kuy —k'(uy —ug)
d?ug , ,
m ez —k'(up —ug) — k'(ug — uc)
d*u
dtch = —ku;—k'(uc —ug)

Onde uy, ug, uc sdo as posicdes das massas A, B e C respetivemente, relativo as suas
posicdes de equilibrio.

Dados: k = 1§;k’ = 0.55; m = 1kg
m m

a) Calcule numericamente as frequéncias angulares dos 3 modos normais de oscilagdo
deste sistema, usando as fungdes de analise de vetores proprios e valores proprios.

b) Faga o grafico do movimento das massas em cada um dos modos normais,
resolvendo as equagdes pelo método de Euler-Cromer. Descreve cada um dos modos

em termos do movimento relativo das massas.
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Cap. 6
Solucdes Problemas Teoricos

1. a) F,,, = —k (xA - erq) -k’ ((xA — erq) — (xB - xBeq) )

Fpy = —k (x5 — xBeq) —k ((xB - xBEQ) = (- erq))’

d?x k k'

dtzA = m (xA - erq) - E((xA - erq) - (xB - xBeq) )
d?x k k'

dtzB = m (xB - xBeq) - E((xB - xBeq) - (xA - erq))

1 2 1 2 1,
b)Ep=§k(xA—erq) +§k(x3_x3eq) +5k (xg — x4 — 1p)?,

com ly = Xpeqg — Xaeq

2. (pl = ¢2 = 0, A1 = 0051’11, A2 =0.

3. 2) 60 cm; b) 240 mJs; ¢) 40m mJs, 7 rad/s; d) y(x, t) = 0.1 sin(Cx — 7t + 1)

4. A, =0,A2:% e, = =2

ou A =0,4; = —% eP, = % , (¢p1 qualquar).

6.w=""=2nf =f= " f;=200Hzf, =400 Hz, f; = 600 Hz.
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Solucdes Problemas Numéricos

7. a) Usando o método de Euler-Cromer

1) ii)
2 Osciladores Harménicos Simples Acoplados 2 Osciladores Harménicos Simples Acoplados
125 125
120 XBeg 120 X8eq
115 115
E1n E1o
x x
105 105 /
100 fX4eq /\ 100 XA
— A — A
0.95 B 0.95 B
0 5 0 15 20 25 30 3B 4 0 5 0 15 220 25 30 335 40

t(s) tis)
iif)

2 Osciladores Harménicos Simples Acoplados

120 b4

0 5 10 15 20 p=) 30 35 40
t(s)

b) i) Movimento harménico simples, ou seja movimento periddico sinusoidal, com os dois
corpos sintonizados.

ii) Movimento periddico sinusoidal com os dois corpos sempre com velocidades opostas.
iii) Movimento irregular, com maior amplitude alternando entre os dois corpos. Com mais

tempo pode ser possivel observar movimento periodico.

c)i)) T=6.283s w = 1.00rad/s;ii) T=4.442s w = 1.414 rad/s. Sim, em ambos 0s

casos correspondem aos periodos e frequéncias dos modos normais.
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8.a)

2 Osciladores Harmoénicos Acoplados Amortecidos e Forgados
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Cap. 6

O sistema exhibe ressonancia nos dois corpos na frequéncia dos modos normais

W, = \/% =1rads e w, = /M:lk' = 1.414 rad/s.

9. a) 0.707 rad/s; 1.225 rad/s; 1.414 rad/s.

b) Modo com frequéncia 0.707 rad/s

3 Osciladores Harménicos Acoplados

Xceq

XBeq

Xaeq

As trés massas oscilam sempre sintonizadas, mas a massa do meio oscila com amplitude 2

vezes maior do que as outras.
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Modo com frequéncia 1.225 rad/s

3 Osciladores Harménicos Acoplados
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A massa no meio nao se move. Massas A e C tém a mesma amplitiude, com movimento em
espelho (sentidos opostos).

Modo com frequéncia 1.414 rad/s

3 Osciladores Harménicos Acoplados
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As trés massas oscilam com a mesma amplitude. A massa no meio (B) oscila no sentido

oposto as outras massas.



